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概 要
R3 に埋め込まれた閉曲面に対し，ハンドル・トンネルサイクルが定義されている．これらは位相幾何的に重要
なサイクルであり，閉曲面の位相的簡略化に応用することが出来る．実際の 3 次元形状データにはいくつかの種類
の自己交差が含まれている．そこで，本研究では，現実に多く現れる自己交差を持つ閉曲面に対してこれらのサイ
クルの定義を拡張する．また，そのサイクルがなす基底を計算する手法を提案し，計算機実験の結果を示す．
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1 序論
ハンドルサイクル，トンネルサイクルは，R3 に埋め
込まれた閉曲面上に定義されるサイクルであり，位相幾
何的に重要である．これらのサイクルを用いると，閉曲
面の位相的簡略化を人間の直感に近い形で行うことがで
きる．
しかし，現在，ハンドル・トンネルサイクルは，自己
交差を持たない閉曲面に対してしか定義されていない．
3 次元形状データが多く利用されているコンピュータグ
ラフィックスの分野では，閉曲面データがいくつかの種
類の自己交差を持つことが非常に多い．そのため，自己
交差に対応したこれらのサイクルの計算は重要である．
本研究では，現実の用途で用いられている 3次元形状
データが持つ自己交差の中でも多く現れる種類の自己交
差を対象に，R3 に埋め込まれた自己交差を持つ閉曲面
に対してこれらのサイクルの定義を拡張する．また，そ
のサイクルが作る基底を計算する手法を提案し，計算機
実験の結果を示す．
2 ホモロジー群
向き付け可能な閉曲面と同相な三角形メッシュを S と
する．S の頂点をグラフのノード，S の辺をグラフの辺
とするようなグラフを考えることが出来る．本研究では，
後述するホモロジー群を，Z2 係数環のもとで扱う．以
下の説明は，すべて Z2 におけるものである．
偶部分グラフとは，部分グラフのうち，全ての頂点の
次数が偶数となっているものである．本研究では，S に
おける偶部分グラフをサイクルと呼ぶ．S 上の全てのサ
イクルの集合を Z1(S) と表し，S 上の全ての部分面集
合の境界となるサイクルからなる集合を B1(S) と表す．
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図 1. ハンドルサイクル 1 とトンネルサイクル 2 とど
ちらでもないサイクル 3 の例
サイクル  が三角形メッシュ S で自明であるとは，
が B1(S)に含まれる時である．それ以外の場合， は非
自明であるという．2 つのサイクル 1, 2 の和 1 + 2
は，それらのサイクルの対称差と定義する．2 つのサイ
クル 1, 2 がホモローグであるとは，1 + 2 が自明で
あるときであり，1  2 と表す．この同値関係になっ
ているサイクル  とホモローグなサイクルの集まりは，
ホモロジー類 [] となる．この時，S の 1 次元ホモロ
ジー群は H1(S) := Z1(S) = B1(S) で定義される．
サイクルの集合を C = f1, 2, : : : , ng とする．こ
の時， =Pni=1 ii を考える (1, 2, : : : , n 2 Z2)．
 = 0 となる  = (1, 2; : : : , n) が  = 0 のみの
場合，サイクルの集合 C を独立であるという．C が S
のホモロジー基底であるとは，[1], [2], : : : , [n] が独
立で，H1(S) を生成する場合である．S の種数が g の
とき，ホモロジー基底 C のサイクルの数は n = 2g で
ある．
3 ハンドルサイクルとトンネルサイクル
三角形メッシュM が向き付け可能であり，R3 に埋め
込まれているとする．この時，M は R3 を 2 つの領域
I, O に分割する．M によって囲まれた有界な領域を内
部 I と呼び，もう一方を外部 O と呼ぶ．ただし，I と
(a) (b) (c)
図 2. 自己交差を持つ閉曲面に対するハンドル・トンネル基底の定義
O はM を含むものとする (I\O = M , I[O = R3)．こ
のような I, O に対し，自己交差を持たない三角形メッ
シュに対するハンドルサイクルとトンネルサイクルは以
下のように定義される (図 1) [2]．
 M 上のサイクル  が M のハンドルサイクルで
あるとは， が H1(I) 中で自明であるが，H1(O)
中では非自明である時である．
 M 上のサイクル  が M のトンネルサイクルで
あるとは， が H1(O) 中で自明であるが，H1(I)
中では非自明である時である．
種数 g のメッシュに対し，独立なハンドルサイクル，
トンネルサイクルはそれぞれ g 個存在する．これらをそ
れぞれハンドル基底，トンネル基底と呼ぶ．ハンドル基
底とトンネル基底の和集合は，ホモロジー基底となる．
ハンドル・トンネル基底を求める手法には，[1, 2] が
ある．[1] では，ボリュームメッシュを入力し，ハンド
ル・トンネル基底を求める．[2] では，表面メッシュを入
力し，ハンドル・トンネル基底を求める．
4 自己交差を持つ閉曲面に対するハンド
ル・トンネルサイクル
ここからは，既存手法では扱われていない，自己交差
を持つ閉曲面に対するハンドル・トンネルサイクルを
扱う．
4.1 定義
入力は，向き付け可能な閉曲面と同相な三角形メッシ
ュとする．自己交差を持つ閉曲面に対するハンドル・ト
ンネルサイクルの定義では，自己交差を削り取るような
操作を行う．2つの連結成分が重なった各々の領域 (自己
交差部分) に対し，互いの曲面を切り取ってできる部分
曲面を s1, s2 とし，三角形分割されているとする．メッ
シュ M から自己交差を削り取る操作は，次のどちらか
の操作のうち，種数が大きくなる操作である．
 s1 を M から取り除き，s2 の向きを反転した面
を M に追加する．
 s2 を M から取り除き，s1 の向きを反転した面
を M に追加する．
この操作を，以降，単に削るという．また，この定義
で扱える自己交差は以下のようになっている．
 削る操作で生成された曲面の種数が 0 である．
 3 箇所以上の領域が同じ位置で重ならない．
 削る操作で対象となった曲面 s1, s2 のうち，どち
らか一方は少なくとも円板と同相な部分曲面の集
合となっている．
 後述する種数を元に戻すハンドルサイクルを境界
とする，I 中で円板と同相な曲面が存在する．
自己交差を持つメッシュ M に対するハンドル・トン
ネル基底の定義 (図 2) では，メッシュを削ることで，自
己交差を解消したメッシュM を得て (図 2 (b))，その
後，削ることで出来た穴を切ることが出来るハンドルサ
イクルH  によって，M を切断し，M と種数が同じ
メッシュM+ を得る．H  は，M におけるホモロジー
群 H1(M) のホモロジー基底の線形和で表すことが出来
ないような，M におけるハンドル基底H のハンドル
サイクルの集合である (図 2 (c))．M+ のハンドル・ト
ンネルサイクルを，M 上でもハンドル・トンネルサイ
クルとしている．
自己交差を持つメッシュ M に対するハンドル・トン
ネル基底の定義を定義 1 とする．また，M のハンドル・
トンネル基底の線形和として表すことが出来るサイクル
を，それぞれ M におけるハンドル・トンネルサイクル
とする．
定義1. 自己交差を持つメッシュに対するハンドル・ト
ンネル基底は，それぞれ以下のようにして得られる H,
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図 3. 自己交差を持つ閉曲面に対するハンドル・トンネル基底の計算方法
T である．
1. 種数 g のメッシュM の自己交差部分を削り取る．
生成された種数 g + k のメッシュをM とする
(図 2 (b))．
2. 削ることで出来た穴を切るためのハンドルサイク
ルH  を求める．
3. M を H  によって切断し，M と同じ種数の曲
面を得る．このメッシュを M+ とする．
4. M+ 上でのハンドル・トンネル基底 H+, T+ を
求める．これを，M 上に写し，M のハンドル・
トンネル基底 H, T とする．
4.2 計算手法
定義 1 では，自己交差を持つメッシュ M から，種数
が同じで自己交差が解消されたメッシュM+ を得ること
を目標としている．M+ が得られた時，M+ でのハン
ドル・トンネル基底をM の同位置に写すことで，M の
ハンドル・トンネル基底としている．一般に，自己交差
を解消することは難しいが，この定義では，削る，とい
う簡単な操作によって，自己交差を解消している．しか
し，この時に生成されるメッシュ M の種数は M よ
りも大きくなってしまう．そのため，増加した分だけ種
数を減少させるように，特定のハンドルサイクルによっ
て M を位相変形し，元々のメッシュM と同じ種数の
メッシュM+ を得る．実際にハンドルサイクルによる位
相変形を行う場合，そのハンドルサイクルが境界サイク
ルとなっているような，M の内部 I 中の部分曲面を計
算する必要がある．この計算は難しいため，この定義の
基底を求めるアルゴリズムでは，位相変形後のメッシュ
M+ のハンドル・トンネル基底を得るために，M にお
けるハンドル・トンネル基底を変形することで，仮想的
に位相変形を行う．
自己交差を持つメッシュに対し，ハンドル・トンネル
基底を求めるアルゴリズムは，以下のようになる (図 3)．
1. 種数 g のメッシュM の自己交差部分を削りとる
(図 3 (b))．生成された種数 g + k のメッシュを
M とする．
2. M でハンドル・トンネル基底H, T  を求める
(図 3 (c))．
3. 削ることで出来た穴を切ることが出来る k 個のハ
ンドルサイクルH  を求める．また，H  と奇数
回の横断的な交わりを持つトンネルサイクルを，
T  から k 個選び，T  とする (図 3 (d))．
4. H, T  の各サイクル c が，H , T  の各サイク
ルと奇数回の横断的な交わりを持たないように，
cを変形する．これは，cと奇数回の横断的交わり
を持ち，H , T  の各サイクルとは奇数回の横断
的交わりを持たないようなサイクルを，H [T 
の線形和で得る．そして，得たサイクルを c に足
し合わせることで行う．変形後のサイクルをそれ
ぞれH, T  とする (図 3 (e))．
5. 各 H, T  で，零ホモローグなサイクルを取り除
き，独立なサイクルを得る．それをH, T  と置
き換える．
(a) (b)
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図 4. (a) 自己交差部分が 2 つの境界を持つメッシュ M．(b) M におけるハンドル・トンネル基底．(c) M におけ
るサイクル変形後のハンドル・トンネルサイクル．(d) M における最適化後のハンドル・トンネル基底．
6. H, T  を M の同位置に写すことで得られたH,
T が，それぞれ M のハンドル基底，トンネル基
底である (図 3 (f))．
5 計算機実験
提案した手法で得られる結果を計算機実験によって確
かめた．図 4 は，自己交差部分が 2 つの境界を持つ場
合の種数 2のメッシュM (図 4 (a))を，入力とした場合
の例である．M は図 3と同じメッシュである．赤色，オ
レンジ色のサイクルがハンドルサイクルであり，緑色，
黄緑色，青緑色のサイクルがトンネルサイクルである．
連結成分数が 2 以上となるサイクルも存在する．その
ようなサイクルの連結成分の色は，同じである．
自己交差部分の境界が 2 つのメッシュ M (図 4 (a))
の場合，H , T  はそれぞれ 1つのサイクルを持つ．そ
のため，削ることで自己交差を取り除いたメッシュM
におけるハンドル基底とトンネル基底 (図 4 (b)) と，自
己交差を持つメッシュM における図 4 (d) では，ハン
ドル・トンネルサイクルの数は 3 個から 2 個に変形さ
れている．図 4 (c) では，自己交差部分を通るトンネル
サイクルが，その境界の位置に変形されている．また，
自己交差部分を通るハンドルサイクルは，自己交差部分
を通らないようなハンドルサイクルに変形されている．
この独立なサイクルが，図 4 (d) となっている．
6 結論と今後の課題
実際のメッシュに対してハンドルサイクルとトンネル
サイクルを計算するために，自己交差を持つ三角形メッ
シュに対し，ハンドルサイクルとトンネルサイクルの定
義を提案した．また，これを実装し，計算機上でも計算
が出来ることを示した．
今後の課題として，より多くの実際の 3次元形状デー
タに対応できるように，対応する自己交差の種類を増や
したり，境界を持つような閉じていないメッシュに対し
ても，ハンドル・トンネルサイクルを定義することなど
が挙げられる．
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